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Résumé

Dans cet article, nous avons retracé quelques théories en physique qui sont décrites par les
Lagrangiens, par les hamiltoniens associés. Ensuite, nous avons établi le lien entre les équations
d’Euler-Lagrange a celles d’Hamilton en s’appuyant sur un résultat que nous avons obtenu :

. 9L , OH i . L . .
« les fonctions % et E sont des difféomorphismes réciprogues », L représente le lagrangien

d’un phénomene, H est I’Hamiltonien associé, g et p respectivement la coordonnée généralisée

du phénomeéne et le moment conjugué du Lagrangien par rapport a g. En prouvant que
%jﬂt),t) qui est une solution de 1’équation d’Euler-Lagrange, est aussi une solution des
équations d’Hamilton donc une intégrale premiere, nous avons rejoint le théoreme de Noether
qui affirme que %&q(tm est une intégrale premiere ou W est une symétrie infinitésimale
du Lagrangien.

Mots clés : Métrique, Problemes Variationnels, Fonction Lisse, Géodésie, Quasi Périodicité.
Abstract

In this paper, we have traced some theories in physics which are described by the Lagrangian,
by the associated Hamiltonian. Then, we made the connection between the Euler-Lagrange

equations to those of Hamilton basing on a result we got : «the functions Z—; and Z—I; are

reciprocal diffeomorphisms », L represents the Lagrangian of a phenomen. On his the
associated Hamiltonian g and p respectively the generalized coordinate of phenomenon and the
conjugate momentum of the Lagrangian with respect to g. By proving that w, which
is a solution of the Euler-Lagrange equation, is also a solution of Hamilton equations therefore
a first integral. We have joined Noether’s theorem which states that LE@®IADDY s o first
integral where W is an infinitesimal symmetry of the Lagrangian.

Keywords : Metric, Variationals Problems, Smoth Function, Geodesy, Near Periodicity.
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INTRODUCTION

La plupart des théories en physique sont décrites soit par un Lagrangien soit par un Hamiltonien.
Si le point de vue lagrangien est proche de probleme de contrdle optimal, le point de vue
hamiltonien, est celui qui se préte le mieux ¢ la quantification a la faveur de physiciens. Nous
allons par cette étude établir une équivalence entre les équations d’Euler Lagrange et celles
d’Hamilton. Cela éclaire la théorie de Noether et ouvre la voie d’une méthode dite d’Hamilton-
Jacobi, pour trouver les intégrales premiéres qui ne sont pas nécessairement liées a des
symétries. Nous désignerons par g un point de 1’espace et ¢ son vecteur.

1. EQUATION D’EULER

Avant de donner la définition générale d’un probléme variationnel lagrangien, on décrit deux
exemples, la recherches des plus courts chemins sur une surface et le principe de Fermat en
optique géométrique. Une fois obtenu, les équations qui caractérisent les extrémales, on
reconnaitra la nature variationnelle des équations de la dynamique pour une particule dans un
champ de potentiel (principe de moindre action de Hamilton).

1.1.  Meétrigues riemanniennes

Définition 1.1. Soit U un ouvert de R™. Une métrique riemannienne sur U est la donnée d’une
application lisse g de U dans I’espace vectoriel des formes quadratiques sur R™, telle que, pour
tout g € U, g, soit définie positive. Etant donnés des coordonnées q = (qy, ..., g,) sur R™, on
peut écrire

n
9o =) 9@ daida;

ij=1

Sit - q(t),[a,b] = U, est une courbe lisse dans U, sa longueur est

b
Long (c) = f 9.0 @)

1.2.  Optique géométrique

La vitesse a laquelle la lumiére voyage dans un milieu transparent n'est pas constante en général,
elle dépend du point ou on se trouve, et parfois aussi de la direction (milieux anisotropes).
L'indice du milieu en un point g (et dans une direction ¢) est le quotient de la vitesse de la
lumiére dans le vide par la vitesse de la lumiére dans le milieu, n(q,q) = c/v > 1

Le Principe de Fermat énonce que le trajet suivi par un rayon lumineux qui passe par deux
points Q, et Q, minimise le temps de parcours parmi tous les trajets possibles. Le long d'un
chemin t — q(t), la vitesse vaut v = ||¢(t)]|. Par conséquent, le temps de parcours vaut :

[a=] Lo lde = | (00,40 IGOle

Si le matériau est isotrope (n ne dépend pas de la direction), cette intégrale (appelée parfois
chemin optique) s'interpréte comme la longueur relative a la métrique riemannienne n?ds?,
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conforme a la métrique euclidienne, Si le matériau est anisotrope (c'est le cas de certains
cristaux), on se trouve en présence d'un probléme plus général, qui motive la définition suivante.

1.3.  Problémes variationnels lagrangiens

Définition 1. Soit U un ouvert de R™. Un lagrangien sur U est la donnée d'une fonction lisse
L:UxR™x[a,b] - R. Le probleme variationnel associé (variationnal problem) consiste a
chercher, étant donnés deux points Q, et Q, de U. les courbes c: [a, b] U tracées dans U, telles
que

(a) = Q4 et c(b) = Q, qui minimisent la fonctionnelle

b
d(c) =j L(c(8)), ¢ (6), t)de

Lemme 1. La fonction @ est différentiable, sa différentiable est donnée par la formule suivante.
Soit

. . d
s = ¢, une famille lisse de courbes telle que ¢, = c et ~: Cs/s=0 = h. Alors

dq)C _(PfoL _ d (oL _ Y
75 P(Cs=0 = f £(c(t),c(t),t)—£ a—q(c(t),c(t).t) (h(®))dt

oL b), ¢b, b)(h(b oL ' h
+£(c( ), Ch, )( ( ))—a—q(c(a),ca,a) (a).

Preuve. On dérive sous le signe somme,

d _[(P(oL _ " oL , neey ) d
37 P65 ys=0 = fa <%(C(t),6(t),t) (©) + a—q(C(t).C(t),t) (t)> t
puis on intégre par parties :

ba

baL , o oL , " b oL _ O
|, 55 CO.co.0h@ = [ c.c0.0n0] - | F (G ew.ew.onwa)

1.4. Equations d’Euler-Lagrange

Définition 2. Une extrémale (extrémal curve) d’un probléme variationnel lagrangien est une
courbe qui annule la différentielle de & restreint aux courbes d’extrémités fixées.

Théoreme 1. La courbe c est une extrémale du probleme variationnel associé au lagrangien L
si et seulement si tout te[a, b], la forme linéaire sur R™.

oL . d (JL . _
E(q(t).q(t), t) — E(% (q(t),q(t),t)> =0
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Ce systéme de n équations différentielles du second ordre s’appelle les équations d’Euler-
Lagrange du probléme variationnel.

Preuve. Pour toute fonction lisse h sur [a, b] a valeurs dans R™ qui s’annule aux extrémités, on
considere une famille c4(t) = q(t) + sh(t) de courbes d’extrémités fixées dont h est la
dérivée. Alors,

d b
00 = | JOn®)de

ou j(t) est la forme linéaire sur R™ donnée par :

d

oL , oL ,
J(s) = ﬁ(q(t), q(0),t) — at\ag (q(®),q(),t)

c est extrémale si et seulement si f;j(t)(h(t))dt pour toute fonction lisse h sur [a, b] qui

s’annule aux extrémités. Le lemme suivant entraine que c est extrémale si et seulement si J =
0.

Lemme 2. Soit J une forme linéaire sur R™ dépendant differentiablement t € [a, b]. On suppose
que pour toute fonction lisse h sur [a, b] a valeurs dans R™, nulle au voisinage des extrémités.

b
j J@©(h(®))dt = 0.Alors ] = 0.

Preuve. Supposons par I’absurde qu’il existe £ € Ja, b[ tel que J(t) # 0. Soit H(t) = J(t)T le
vecteur dual de J(t). Soit y une fonction lisse, positive ou nulle, a support dans un petit visage

de £. On pose h(t) = y(t)H(t). Si le support de y est assez petit, f:](t)(h(t))dt =
f: xONJ(®1?>dt > 0, contradiction.

Remarque 1. On appelle géodésiques d’une variété riemannienne les extrémales du lagrangien
L*(q,9) = g»(q) qui est le carré de la norme. Alors les géodésiques coincident avec les
extrémales de L qui sont parcourus a vitesse constante.

Il reste & vérifier que L*(q,q) = g,(¢) est constant le long d’une géodésique, i.e. d’une
extrémale L2. Comme L? est homogene de degré 2 par rapport a g,

2

212(q,4) = 2 (4, 4)i
q,q aq q,9)q

En dérivant par rapport a ¢, et en utilisant les équations d’Euler-Lagrange pour L?, a savoir
aL? N _ dfaL? .
g (q,9) = TS <a_q (q, Q)>,

il vient
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d d (912 R o2 R d
_ 2 . —_ . . . .o — . . , . .. — _L2
dtZL (q,9) 1t <_aq (q, Q)CI> +_aq (q,.9)q En (q.4)q +_aq (.9)4 = (q,.9)
d 2 N
Donc —L (g,9) =0

1.5.  Principe de moindre action de Hamilton

Cherchant a calquer la mécanique sur 1’optique géométrique, Hamilton a observé que le
mouvement d’un produit matériel dans un champ de potentiel est solution d’un probléme
variationnel lagrangien.

Proposition 1. Considérons un point matériel de masse m évoluant dans un champ de force
dérivant d’un potentiel V. Les équations de la dynamique newtonienne.

d
2 (ma(®©) = =YgV

qui le gouvernent coincident avec les équations d’Euler-Lagrange L =T —V ou T(q,q) =
%qu est I’énergie cinétique et V = V(q) est I’énergie potentielle.

av

Preuve. Par définition, g—z == = 0. On note ¢” la forme linéaire duale d’un vecteur g, de sorte

or , L aT-v) a(T-V)
que dV = (VV)2. Alors 3= mqgP. 1l vient Pk dt( (q(o), q(t))) = —dV —

% (mq(t)"), donc les équations d’Euler-Lagrange sont équivalentes &V, V + E (mg(H)?) =
0.

1.6.  Problémes varationnels lagrangiens sur les variétés
On peut parler de problemes lagrangiens sur les variétés.

Soit M une variété différentiable. Une lagrangien L sur M est une fonction sur 1’espace tangent
TM. Le probleme variationnel correspondant consiste a minimiser I’intégrale @® =
[ L(q(t),q(t)) dt parmi les courbes tracées sur M, d’extrémités fixées.

Exemple 2. Soit L(g,¢) un lagrangien sur R® et MCR? une surface. Les équations d’Euler-
Lagrange du probléme variationnel associées a la restriction de L a TM s’écrivent comme suit :
pour tout t, la forme linéaire

@) -5 (5 ©.aw)

s’annule sur Ty M.

En effet, si q: [a, b] & M est une courbe tracée sur M, toute application h: [a, b] — R3 tel que
h(t) € TyyM (on appelle cela un champ de vecteurs le long de q) est la dérivée premiere d’une

famille de courbes tracées sur M. Une variante du lemme 1 donne alors que une extrémale du
oL

probléme restreint. Le champ de formes linéaires J(t) = % %(a—q) s’annule sur TM.
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Inversement, si pour tout ¢, /(q(t)) est nulle T,)M, la différentielle de la fonctionnelle @

restreinte aux courbes tracées sur M, d’extrémités fixées, est nulle.

Proposition 2. (Principe de I’Alembert). Soit VV un potentiel sur R3 et M c R3, une surface. Les
équations de la dynamique pour un point matériel astreint a se déplacer sur M dérivent d’un

probleme variationnel sur M, c’est le probléme associ¢ a la restriction de L = quz —VaTM.

Preuve. Pour obtenir les équations du mouvement t — g(t), on écrit le principe fondamental
de la dynamique en ajoutant une force inconnue, normale a la surface M, la réaction. Autrement
dit, I’équation s’écrit

mq + Vg V est normal a Ty)M. Or si, L(q, q) = %qu —-V(g),

oL d (6L)
aq

J© =5 —=

aq dt = —(mq(t) + Vq(t) V)b

Dire que J(t) s’annule sur TgM, c’est dire que mg + V) V est orthogonale a T, ) M.

1.7.  Mouvement du solide

Un solide, ce sont des points reliés par une contrainte ; leurs distances mutuelles restent
constantes. Autrement dit, le mouvement d’un solide dans un champ de forces, c’est le
mouvement d’un point dans une sous-variété d’un espace produit. Le principe de d’ Alembert
indique que, lorsque le champ de forces dérive d’un potentiel, les équations du mouvement du
solide résultent encore d’un probléme variationnel.

Un solide, c’est aussi un ensemble S de I’espace, muni d’une densité de matiére p, transporté
par des déplacements D(t). L’ensemble des déplacements forme une variété de dimension 6,
plongée dans I’ensemble des matrices 4x4. En effet, un déplacement est une transformation
affine dont la partie linéaire est une rotation c’est-a-dire une matrice 4x4 de la forme D =
(R v

0 1
seconde description.

) ol v € R3 RTR =1 et det(R) = 1. On va écrire le probléme variationnel dans cette

Supposons d’abord le solide formé d’un nombre fini de points q; de masses m,.

Son énergie cinétique vaut T = Zémiéjf, son énergie potentielle U = ) V(q;). Le mouvement
est gouverné par lagrangien T — U.
Posons a la limite continue, I’énergie cinétique devient T = fS%qu(q)dq et 1’énergie

potentielle U = fSV(q)dq. Chague point g du solide au repos a pour position g(t) = D(t)q
dans le solide en mouvement. Par conséquence le mouvement est gouverné par la lagrangien

. 1,.
L(D,D) = f EIID(q)Ilzp(q)dq—JV(Dq)dq

restreint a la sous-variétés des déplacements.

1.8. Latoupie
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I1 s’agit d’étudier le mouvement d’un solide tournant autour d’un point fixe (sa pointe), soumis
a la seule gravité. Dans ce cas, on se limite aux déplacements fixant I’origine, i. e. aux rotations.
C’est la sous-variété de dimension 3 de I’espace vectoriel des matrices 3x3 définie par les
équations RTR =1 et det(R) = 1. Le potentiel gravitationnel terrestre, en premiere
approximation, est uniforme : V(q;) = m;gq, ou g est la constante de gravitation et q =
(4x4y,q,). L'énergie potentielle du solide devient U = g [ q,p(q)dq = mgG, ol m =
fsp(q)dq est la masse totale de S et G son centre de gravité. On obtient le lagrangien

. 1,.
LRR) = [ IR@IF p(@dq = mgrR@G),

La dérivée logarithmique R~*R d’une famille de rotations est endomorphisme antisymétrique.
Il existe donc un unique vecteur Q tel que R‘qu = Q A q, c’est le vecteur vitesse angulaire

par rapport au solide du mouvement. Sa direction est I’axe instantanée de rotation du solide. En
effet, au premier ordre, on peut assimiler le mouvement a une rotation.

Définition 3. L’application Q—>A(Q)=fsllﬂ/\q||2p(q)dq est une forme quadratique

appelée le tenseur d’inertie de S par rapport a 1’origine.
. 1 .
L(R,R) = EA(R‘lR) — mgR(G),

2. INTEGRALES PREMIERES

Définition 4. Une intégrale (first intégral) d’une équation ordinaire est une fonction qui est
constante le long des solutions.

Un systeme d’équations différentielles du premier ordre indépendantes du temps s’écrit x(x) =
V(x(t)) ou V est un champ de vecteurs. Une fonction lisse f est une intégrale premiére si et
seulement si la dérivée Vf = 0.

2.1. Symétrie

On va voir que les symétries d’un lagrangien produisent les intégrales premiéres des équations
d’Euler-Lagrange correspondantes. Dans ce paragraphe, les lagrangiens L: UxR™ — UxR™ sont
indépendants du temps.

Théoreme 2. (E. Noether) Soit L: UxR™ — R un lagrangien indépendant du temps. Soit W une
symétrie infinitésimale de LD. Alors la fonction f définie sur UxR™ par

0L
flq,9) = g (@ W ()

est une intégrale premiére des équations d’Euler-Lagrange associée a L.

Preuve. En dérivant par rapport a s, en s = 0, I’équation

ob, | A
L@@ 5 @) = L(a.d)
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On trouve la condition que satisfont les symétries infinitésimales du Lagrange L,
oL oL ow
;3 - ] ] V . ) , AL ) , = 0-
5 V() + 5 (@ q)(at (q q))

Soitt — (q(t), g(t)) est une solution des équations d’Euler-Lagrange. Alors

d d (oL oL ow
af(q, q) = T (a_q (q, c'D) w(q(®)) + 3 (a9 (W (q(t))>

—aL( 1 |w( (t))+—aL( 1 v (¢)|=0

= * =

9q 4,.9) |w\q 34 4.9 aq q

Remarque 2. Le théoreme de Noether s’étend aux problémes lagrangiens dans les variétés.

3. Mouvement du solide autour d’un point fixe, sans forces extérieures

Suivant Euler et Poinsot, on résout en détail I’exemple le plus simple de dynamique du solide,
la toupie dont on néglige le poids.

3.1.  Conservation du moment cinétique
L’espace de configuration est le groupe SO(3) des rotations. D’aprés le paragraphe 1.8. Le
mouvement est gouverne par le Lagrangien.
. 1 .
L(R,R) = EA(R‘lR)

ou A est le tenseur d’inertie du solide. Ce lagrangien est invariant par les translations a gauche
de SO(3). En effet, si h € SO(3), la translation a gauche L, = R — hR agit sur les vecteurs

tangents par TL, (R, R) = (hR, hR).
Alors

LoTL,(R,R) = L(hR,hR) = %A((hR‘l)(hR)) = %A(R‘lR) =L(R,R)

Par conséquent, le théoréme de Noether fournit un vecteur d’intégrales premiéres, le moment
cinétique par rapport a I’origine dans le repére de I’espace du solide. Le moment cinétique d’un
point est y; = m(q; A q;) celui du solide est

u(t) = f q(®) Aq(D)p(q)dqg = fR(t)q AR(D)gp(q)dq = R()M ()

N

od M(D) = f 4 AR(DR(©)ap(q)dg

S

est le moment cinétique dans le repére.

3.2. Equation d’Euler

40


http://www.carijournals.org/

International Journal of Modern Statistics

ISSN: 2958-8340 (Online)

Vol. 4, Issue No. 1, pp 33 - 48, 2024 www.carijournals.org

Elle consiste a transformer les équations du mouvement qui sont du second ordre en t — R(t),
en des équations du premier ordre en une quantité qui dépend algébriquement de t —
R(t)"1R(t). Cette quantité, c’est le moment cinétique dans le repére du solide M. Elle s’obtient
a partir R™1R en identifiant cette matrice antisymétrique a un vecteur €, puis en appliquant
I’endomorphisme symétrique (noté abusivement A) associé a la forme quadratique A.
inversement, étant donné t — M(t), on reconstruit le vecteur Q(t) = AT1M(b),
I’endomorphisme antisymétrique a(t): q = Q(t) A q, puis on résout 1’équation différentielle
linéaire R = Ra(t) avec condition initiale R(0) = I pour calculer le mouvement.

Proposition 3. (L EULER). En fonction du moment cinétique dans le repere du solide t —
M (t), les équations du mouvement du solide en 1’absence de forces extérieures s’écrivent

M=MAA"M

Preuve. On sait que le moment cinétique dans le repéere de 1’espace u = RM est constant. Par
conséquent, 0 = 1 = RM + MR, donc :

M=-RRM =-QAM=-A""MAM
On voit sur 1’équation de M.M = M.A"*M = 0; donc |[M]|| et M.A~*M sont constants
(remarquer que %M.A‘lM = %A(Q) = E est I’énergie cinétique). Le mouvement de M se
déroule donc sur des spheres, et a I’intérieur de champ sphére ), , sur les lignes de niveau de la

restrictiona ), del’¢énergie E. Les points critiques de E restreinte a une sphere sont des vecteurs
propres de A~ (les axes principaux d’inertie du solide). Il y a donc trois types de trajectoires.

- Les trajectoires ponctuelles, aux points critiques: elles correspondent a des
mouvements de rotation (Q est constante) stationnaire autour des axes principaux
d’inertie.

- Les trajectoires situées sur les niveaux non critiques. Elles sont périodiques. Cela
n’entraine pas nécessairement que le mouvement est périodique.

- Les trajectoires non ponctuelles situées sur le point critique. Elles ne sont pas
périodiques.

3.3. Résolution des équations

Soit v € R3 un vecteur qui n’est pas vecteur propre de A. Alors E(v) n’est pas une valeur
critique de la restriction de E a la sphére de rayon ||v]|?, et

{M:||M||? = ||v||3, E(M) = E(v)}est une réunion des courbes fermées simples. Autrement dit,
une fois la ligne de niveau qui porte la trajectoire paramétrée, la résolution de 1’équation d’Euler
avec condition initiale v est ramenée a celle d’une équation différentielle autonome en une
dimension ; autrement dit, a une quadrature.

Supposant t - M (t) calculé, soit t — R, (t) une famille de rotations telles que Ry (t)M(t) =
v. Le mouvement cherché est une autre rotation R(t) telle que R(t)M(t) = v et R(t) " R(¢t) =
A~IM(t) pour tout t. Comme R(t R, (t) fixe v, il existe 6(t) € R tel que
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R(¢t) = exp(8(t)a,)Ry (1)
L’équation différentielle R(t)"1R(t) = aA~1M(t) se traduit par

0 (D) ay, T Ro(&) ' Ro(t) = aA™'M(2)
Une quadrature livre 8(t) et donc I’expression du mouvement R(t).
3.4.  Quasi-périodicité

Le mouvement dans le deuxiéme cas (niveaux non critiques) n’est pas périodique en général,
mais il s’en approche. En effet, les solutions sont confirmées dans des variétés compactes de
dimension 2, les fibres de 1’application (u, E): TSO(3) - R*

Proposition 4. Soit (v, e) € R* une valeur réguliére de (u, E). Il existe des fonctions ¢, et ¢,
sur (i, E)~1(v, e) a valeurs dans R/Z telles que

- Le long des solutions ¢, et ¢, sont constantes
- Larestriction de (¢, et ¢,) a une fibre de (u, E) est un difféomorphisme.

Autrement dit, les fibres non singuliéres de ’application (u, E): TSO(3) — R* sont des tores,
sur lesquels le mouvement est constitué de translations.

Preuve. Soit t — R(t) une solution de moment cinétique v et d’énergie cinétique e. Alors
M(t) = R(t)v est une solution de I’équation d’Euler qui est confinée dans une courbe fermée
simple ¢, composante d’une ligne de niveau de la restriction de E a une sphére. Par conséquent,
M est périodique. Soit T sa plus petite période, on définit une fonction: ¢,:c - R/Z par

d1(M(t)) = ¢/T.

La fibre F = (u, E) (v, e) est ’ensemble des rotations R telles qu’il existe un point m € c tel
que Rm = v. On prolonge ¢, en une fonction sur F en posant ¢, (R) = ¢, (m).

On se donne & nouveau une famille de rotations t — R, (t) telle que
Ry()M(t) = v.
Elle n’est pas nécessairement périodique. Soit W, € R tel que
Ro(t) = exp(Wraz)Ro(0)
On note Q,(t) le vecteur tel que Ry (t) 1Ry (t) = aq,(t)-
De méme, ag, ) = Ro(t)*R(2).

On remarque que, comme RyM = RM, (2 — Q,) A M = 0, donc il existe une fonction t —
A(t) telle que

On cherche une fonction t — 1 (t) telle que R, = exp(—v,bav)RO soit périodique, et telle que si
R exp = (14, )Ry, alors 17 est constant. Or

f]aM = R_lR - Rl_lRl.
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=aq — aq, T Yam
D’ou ' n=y+41

On pose.

W) =f0 —A(s)ds+%<l0 A(s)ds+1/)T>

Alors Y (t) = y,, donc R, est périodique, et 7 est constant.

On définit une fonction 6, : F — g en posant

0
8, (exp(0,)R (1)) = o
Alors (04, 8,): F > R?/Z? est un difféormorphisme,

4. Transformation de Legendre
4.1. Motivation

Manifestation, dans les équations d’Euler-Lagrange, la quantité p(t) = z—z (q(t),q(t)) joue un
réle particulier.
Cela conduit a étudier Z—z:R" — (R™)*. On va voir qu’elle a une interprétation géométrique
intéressante.

4.2.  Définition

Définition 5. Soit f: R™ — R une fonction convexe. Sa transformée de Legendre est la fonction
convexe g; (R™)* — R définie par

g(®) = supp(@)gern — ()

Définition 6. Soit f une fonction lisse sur R™. On dit que f est sur linéaire si

im ]LQ) = 400
llali=eo |1l
2
On dit que f est fortement convexe si la forme quadratique z—qf est définie positive en tout point.

Lemme 3. Soit f une fonction lise, surlinéaire et fortement convexe, alors la borne inferieure
qui definit g(p) est atteinte en un unique point g,, caractérisé par

. _of .
p=diy =5 (4p)
En particulier, g est lisse et sa difféerentielle est donnée par
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Autrement dit, les applications

af.n nyn ag nyn n
a—q.R —>(R)etap(R) - R

sont des difféomorphismes réciproques 1’un de 1’autre.

Preuve. La surlinearité garanti que les sur-niveaux {q; p(q) — f(q) = r} sont des compacts,
donc la borne supérieure est atteinte. Par convexité, {q; p(q) — f(q) = r} est un convexe. En

, ] o : . : N
chacun de ses points, on a % = p. Or le théoreme des fonctions implicites s’applique a

I’équation g—g (@) —p = 0; les solutions g sont isolés et dépendent différentiablement du

parametre p. On conclut que la solution ¢, est unique, et que (p) =f(qp) dépend
différentiablement de p.

Fixons p, € (R™)™ et soit gy = gy, le point ol g — po(q) — £(q) atteint son maximum g (po).
Pour tout p € (R™)™,

g() = supyp(q) — (@) = p(qo) — f(40) — f(qo) = p(qo) — f(qo) + (Do)
C’est-a-dire
p(4o) — 9(P) < p(q0) — 9(Po)

Ceci prouve que p, est le point ot p(g,) — g(p) atteint son maximum et que Z—g et Z—i sont donc
réciproque 1’un de I’autre.

Exemple 3. la transformée de Legendre d’une forme quadratique définie positive f est une
forme quadratique définie positive g, et ona g(p) = f(¢p)

En effet, si f est une forme quadratique définie positive, de matrice 1/2 G, alors Z—’; (q) estla

forme linéaire de matrice ¢”G. Par conséquent I’équation p = ¢7G a pour solution ¢7 =
G 1pT, et

9@) =p(dy) — f(a,) = pGpT —5pGpT GG = ~pGTIp" = f(gy)

Remarque 3. Le fait que g(p) =f(qp) est vrai plus généeralement pour les fonctions

positivement homogénes de degré 2. En effet, comme p = Z—’; (qp),

9(p) = P(Qp) - f(qp) = pg_];(qp)'_f(qp) = Zf(qp) _f(qp) = f(qp)

5. Equations de Hamilton

44


http://www.carijournals.org/

International Journal of Modern Statistics

ISSN: 2958-8340 (Online)

Vol. 4, Issue No. 1, pp 33 - 48, 2024 www.carijournals.org

Il est courant de ramener un systéme d’équations différentielles du second ordre dans R™ a un
systéeme d’équations du premier ordre dans R™xR™, en introduisant la variable supplémentaire
qg. Dans le cas des équations d’Euler — Lagrange, il se trouve qu’en appliquant a une
transformation de Legendre. Les équations obtenues, dans R™x(R™)™, prennent une forme
particulierement élégante.

5.1.  Une reformulation des équations de la dynamique

Soit un point matériel g de masse m évoluant dans un champ de potentiel V. on appelle
impulsion de g la quantité p(t) = mq(t). Le principe fondamental de la dynamique mq =
—VV(q) peut aussi s’écrire comme un systeme de deux équations.

1
—p(t) = q(t
—p(®) = 4(0)
q=-v(q)
Le second membre s’exprime en fonction de 1’énergie mécanique E = %m((y)z + V(q) ou

mieux, de la fonction H(q, p) = ﬁpz +V(q),car %p =V,H et —VV(q) = —V,H.On peut

¢viter d’utiliser le gradient si on accepte de voir I’'impulsion p comme un vecteur ligne, c’est-
a-dire comme force linéaire sur R™. Autrement dit, on définit I’impulsion par p = mgq®, on voit

1
H(p,q) = ﬁmﬂ +V(q)

Comme une fonction sur R™"x(R™)", et alors les équations s’écrivent

1 J0H
. T
1 m

op
, @) OH
p=-dV(q) =—

op

5.2.  Définition
On commence par introduire une classe d’équations différentielles remarquables.

. OH . 9H

s’appelle équations de Hamilton associées au hamiltonien H.
Equivalence entre Euler-Lagrange et Hamilton

Théoréme 3. Soit L un lagrangien lisse qui, comme fonction de g est surlineaire, et fortement
convexe. Les équations d’Euler-Lagrange correspondantes sont équivalentes aux équations de
Hamilton associées a la fonction.

H: R"™x(R")"xR = R,H(q,p,t) = supgp(q) — L(q,4,1),
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Transformée de Legendre de L par rapport a la variable ¢

A une solution t — (q(t), p(t)) des équations d’Hamilton correspond la solution t — q(t) des
équations d’Euler-Lagrange. Inversement, toute solution t — q(t) des équations d’Euler

Lagrange se reléve par p(t) = Z_Z (q(t), q(t)) en une solution des équations de Hamilton.

Preuve. Notons (q,p,t) — ¢, le point tel que

H(C[, p' t) = P(qp) - L(C[, C.Ip; t)
On calcule

oH g, oL oL a4,
_( ’ ,t):P<—>—— yAp,t) — =4, qp, t <_ ’
5q (@7 TR A A T CL A e

Soit t = q(t) une courbe dans R™. Posons p(t) = g—; (q(t), q(t)). D’apres lemme 3a g et t

fixé, I’application :—2 est un difféormophisme réciproque de Z—;’, donc q(t) = 3—;’ (q(®),p(t), ),

si t — q(t) est une solution des équation d’Euler-Lagrange, alors :—2 (q(©),q(®) —p(e) = 0.
Donc p(t) = Z—I; (q(t),p(t),t), ceci prouve que t — (q(t),p(t)) est solution des équations de
Hamilton.

Reéciproguement, supposons que t — (q(t), p(t)) est une solution des équations de Hamilton.
D’aprés le lemme 4.3. I’équation ¢(t) = Z—Z (q(t),p(t)), montre que q(t) = gy d’ou,
p(t) = 5 (a(0,p(O,0) et

équation de Hamilton, p(t) = Z—Z (q(t), p(t), t), il vient

Z—I;(q(t),p(t),t)=—z—z(q(t),(y(t),t). Avec la deuxiéme
d d _ d_ o aL ,
a%(Q(t),Q(t), t) = Ep(t) =p(t) = r (q(),q(1),t),

Ce sont des équations d’Euler Lagrange.
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